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ABSTRACT 

Let A be a (nonlinear) operator in an ordered linear space X with resolvant 
J~ = (I + L4 ) - ~ well-defined on X and non-decreasing for any small 2 > 0, 
and vEX.  We define sub-potential of v with respect to A, as any u ~ X  
satisfying u < Ja(u + 2v) for small 2 > 0, and show that this coincides with 
the notion of sub-solution of the equation Au~v in some abstract cases where 
such notion is defined in a natural way. At last, we give some general 
properties of sub-potentials, in particular an extension of  the Kato inequality 
when X is a lattice, and, for good set of constraints U, existence of a largest 
solution for the control problem: u ~ U and u is a sub-potential of v with 
respect to A. 

Beaucoup de probl~mes peuvent 6tre 6nonc6s de la mani~re suivante: 

(l) trouver, dans un ensemble de contraintes U, 

la plus grande sous-solution u d'une 6quation Au = v 

off A est un op6rateur d'un espace vectoriel ordonn6 X contenant U. 

Une premiere question qui se pose a la lecture du probl~me (1) est la 

signification de l'expression "u est sous-solution de l'6quation Au = v". Lors- 

que X est un espace vectoriel topologique ordonn6, et A un op6rateur lin6aire 

de domaine de d6finition D(A) dense, une d6finition naturelle est 

(2) (A'u*, u) _-< (u*, v) pour tout u*~D(A*)  avec u* >= 0 

off A* est l'op6rateur transpos6 de A dans le dual X' de X. Evidemment la 

propri6t6 (2) n'offre d'int6r~t que s'il y a sutfisamment d'616ments u* ~D(A*)  

avec u > 0, c'est li dire si D(A*) est suffisamment riche, conform6ment ~i la 
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terminologie de la th6orie du potentiel. Ceci est en particulier satisfait si la 

r6solvante J~ = (1 + 2,4)-~ est d6finie et positive pour 2 > 0 suffisamment 

petit et Ja 6quicontinues.* 

La notion pr6c6dente de sous-solution n'admet pas d'extension dans le cadre 

non-lin6aire; ceci n'est pas le cas pour l'approche variationnelle: supposons 

X = Lz(f2), ofa ~ est un espace mesur6, et que A soit la restriction ~ X d'une 

application ,~/de Vdans V', ou Vest un espace de Banach contenu dans Xavec 

injection continue dense, de telle sorte que X s'injecte continuement dans le 

dual V'; alors il est 6videmment naturel pour u E Vtel que ~q/u < v dans V', de 

dire que u est sous-solution de A u  = v. 

Malgre son int6r6t consid6rable, l'approche variationnelle n'6puise pas la 

notion de sous-solution. En effet, dans le cas lin6aire la notion variationnelle 

ne coincide pas avec celle d6finie par (2): consid6rant par exemple f2 un ouvert 

born6 r6gulier de R N, V =  Hl(~),  ,~¢u = - - A u  de telle sorte que D ( A ) =  

Hd(K~) N H2(D),  la notion de sous-solution d6finie par (2) est plus g6n6rale que 

ceile obtenue par la m6thode varationnelle, puisque (2) est 6quivalent 

( u - e ) + @ t I ~ ( ~ ) )  pour tout e > O, - A u < v d a n s ~ ' ( ~ ) .  

Aussi, la m6thode variationneUe ne recouvre pas tous les exemples d'op~ra- 

teurs nonlin6aires. 
Pour cette raison nous d6veloppons ici une notion de sous-solution de 

1'6quation Au  = v, que nous appellerons sous-potentiel de v (par rapport ~ A), 

pour la classe des op6rateurs nonlin6aires A dont les resolvantes Ja = 

( 1 + L4 ) - ~ sont croissantes, que nous appellerons pr6-g6nerateurs: par defini- 

tion u sera dit sous-potentiel de v si u < Ja(u + 2v). 

Comme nous le verrons, cette notion de sous-solution est 6quivalente ~ (2) 
dans le cas d'un pr6-g6n6rateur lin6aire ~ domaine dense et resolvantes 

6quicontinu6s (cf. Proposition 2.3); dans le cadre variationnel, avec les 

notations ci-dessus on a u G Vet .~/u < v si et seulement si u est sous-potentiel 

de v et il existe w E V minorant u (cf. Proposition 2.7). I1 apparait clairement 

que cette notion de sous-solution est bien adapt6e a travers l'extension 

nonlin6aire de l'in6galit6 de Kato (cf. Proposition 1.4). 

Mais c'est surtout pour la r6solution du probl~me (1) que cette notion a 6t6 

introduite: de fa¢on imm6diate, avec notre definition, si U est sup-complet et 

l'ensemble des solutions de (1) est non vide et major6, (1) admet une solution 

t Nous adoptons la notation nonlineaire des resolvantes (cf. remarque 8 de la section 1). 
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maximum (cf. Proposition 3.1). Mais, nous semble-t-il, le plus int6r6ssant est 
de pouvoir d6velopper dans ce cadre g6n6ral, une technique de p6nalisation, 
en utilisant, ce que nous appelons la projection de X sur U d6finie par 

P v f  = max{u E U; u < f }  (cf. Th6or~me 3.5); le probl~me p6nalis6 de (1) 
s'6crit alors 

(3) Au~ + (1/e)(u, - Pt ,u , )~v .  

Dans le cas U = {u < ¢~), clairement P v f =  inf(f, 0) et u - Puu = (u - ¢)+: 
(3) est alors la p6nalisation classique pour le probl~me d'obstacle; mais comme 

nous le montrerons, cette m6thode peut tout aussi bien s'appliquer a des 
probl6mes "type I.Q.V." ofa U = { u < M u  }, avec M application croissante (cf. 

Proposition 3.4), qu'~ des problemes "type Hamilton-Jacobi-Bellmann": 

trouver le plus grand 616ment u de X tel que 

u soit sous-solution de Aiu = vi pour tout i 

off (A,) est une famille d'op6rateurs (cf. Corollaire 3.6). 

Le plan de cet article est le suivant: dans la Section 1, nous introduisons les 
notions de sous-potentiels et donnons les propriet6s de base, y compris 

l'in6galit6 de Kato; dans la Section 2, nous 6tudions les sous-potentiels dans 
divers cas particuliers, notament le cas lin6aire et la cadre variationel; enfin 
dans la Section 3, nous 6tudions le probl6me (1). 

Dans cet article nous avons d6velopp6 uniquement des r6sultats abstraits: 

des applications aux probl~mes de contr61e stochastique, ou au probl6me 

d'obstacle pour des 6quations quasi-lin6aires du premier ordre pourront 6tre 
trouv6es dans [2], [3]; d'autres applications suivront. Enfin nous avons volon- 
tairement exclus de cet expos6 l'6tude de l'op6rateur associ6 au probl~me ( 1 ) et 

l'utilisation de l'accr6tivit6 qui donneront lieu hun  deuxieme article en cours 
de r6daction, ainsi que le lien entre les sous-solutions de A u  = v e t  celles du 
probl~me d'evolution d u / d t  + A u  = v qui donnera lieu ~ un troisieme article 
en preparation. 

1. G6n6rateurs sous-potentiels 

X d6signe un espace vectoriel ordonn6. Comme il est classique en analyse 

fonctionnelle non-lineaire, un op6rateur de X est une multi-application 

A : X - - - ,  J ' ( X )  que l'on identifie avec son graphe {(u, v); u ~ X ,  v ~ A u } ;  le 

domaine effectif de A est D ( A  ) = { u ~ X ;  A u ~: ~ }, on dit que A est univoque 

si pour tout u dans D ( A ) ,  A u  est r6duit a un seul 61ement, que l'on designera 
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encore par Au: un op6rateur univoque s'identifie donc ~ l 'application 

u~D(A)--,AuUX. 

DI~FINITION 1. O n  appelle pr#-g#n#rateur de X tout op6rateur A v6rifiant: 

il existe ;to > 0 tel que pour  tout ;t E ]0, 20[ 

(i) pour  tout f ~  X, il existe une solution de 

(1) uEX,  u + L,luBf; 

(ii) 6tant donn6 u~, u2 solutions de (1) correspondant  a f ,  f2 E X, 

f~ _-< f 2 ~  u~ 5 u2. 

On dira que A est un pr#-g#n#rateur de type n#gatifou nu! si (i) et (ii) sont vraies 

pour  tout  ;t > 0. 

REMARQUE 1. Etant donn6 A pr6-g6n6rateur, c > 0 et o9 r6el, rop6ra teur  

cA + 091: u~{cv  + o9u; vEAu} est un pr6-g6n6rateur: en effet, pour  ;t > 0  
avec / t  = 1 + 209 > 0, 

(2) u +2 (cA + o9I)u~f~u + (c2/ll)Au~f/# 

et done l 'op6rateur cA + o91 v6rifie les propri6t6s (i) et (ii) de la d6finition 1 

pour  tout 2 > 0 ayec # = 1 + 2o9 > 0 et c2/# < 2o. En particulier si o92o >_- c, 
alors l 'op6rateur cA + o91 est un pr6-g6n6rateur de type n6gatif ou nul. 

Cette remarque justifie la d6finition suivante: 

DI~FINITION 2. On appelle type d'un pr6-g6n6rateur A de X, 

(3) o9 (A) = inf{ o9; A + o91 est de type n6gatif ou n ul }. 

Etant donn6 A un pr6-g6n6ratur de type o9, pour  tout 2 > 0 avec 209 < 1 et 

tout f E X ,  il existe une unique solution de (1); on note Jaf cette solution; 

l 'application J~ est par tout  d6fine, croissante de X dans lui-mfime. Les appli- 

cations J~ s 'appellent les r#solvantes de A; eomme on le v6rifie classiquement,  

la famille {Ja, ;t > 0, ;to9 < 1 } v6rifie l'identit# r#solvante: 

J~f=Ju((IZ/a)f+(1-12/2))Jaf) V fUX,  2 > 0 ,  / z > 0 ,  

(4) avec ;to9 < 1, /zo9 < 1. 

R6ciproquement ,  6tant donn6 o9 > 0 et {J~; 2 > 0, 2o9 < 1 } une famille d'ap- 

plications croissantes de X dans lui-m6me v6rifiant l 'identit6 r6solvante (4), 

l 'op6rateur A d6fini par 
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(5) v E A u  ~, u = Ja(u + ),v) pour  tout ;t > 0 avec 2o9 < 1 

est run ique  pr6-g6n6rateur dont  les r6solvantes sont Ja pour  2 > 0, 209 < 1; de 
plus og(A) -<_ 09. 

D~FINITION 3. Soient A un pr6-g6n6rateur de X de type 09 et r6solvante Ja, 

et u, v E X .  On dit que u est sous-potentiel de v (par rapport (t A ), que nous 

noterons, Au <=v, si 

u < Jx(u + 2v) pour  tout 2 > 0 avec 2o9 < 1. 

Les propri6t6s, tr~s simples, suivantes sont essentielles: 

PROPOSITION 1. Soient A un prd-gdn~rateur de X de type o9 et rdsolvantes 

J~, et u, v E X .  Alors 

(i) Pour # > 2 > 0 avec #o9 < 1, 

(6) u < J~(u + 2v)==,J~(u + 2v) < Ju(u + /~v). 

(ii) On a Au <=v si et seulement si 

(7) i l ex i s t eunesu i t e2 ,  ~Otel lequeu < Ja,(u + 2 , v ) p o u r t o u t n .  

(iii) Si Au-<v alors 

(8) l'application2 ---'Ja(u + 2 v )  estcroissantesur{2 > 0, ;to9 < 1}. 

PREUVE. Le point (i) r6sulte imm6diatement  de la croissance des r6sol- 
vantes et de l ' identit6 r6solvante: 

J~(u + ~v) = J~{u + uv  + (1 - (u/~))(J~(u + ~v) - u)). 

Les points (ii) et (iii) r6sulte imm6diatement  de (i). 

P R o P o s m o N  2. Soient A un pr~-g~n~rateur et {(u,, v,); i E I }  une famil le  

d~l~ments de X × X telle que Au~ <vj pour tout i. Si u = sup u~ existe dans X ,  

alors Au <= v pour tout majorant v de {v~} dans X.  

PREUVE. Etant donn6 2 > 0 avec 2o9 < 1, on a 

u~ < J~(u, + 2v~) < Ja(u + 2v) pour  tout i 

et donc u < Ja(u + 2v). 

La propri6t6 (8) nous amine  tout naturellement a poser la 
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D~FINITION 4. Soient A un pr6-g6n6rateur de X et u, v ~ X. On dit que u 

est sous-potentiel rdgulier de v ( par rapport ~ A ) si 

u = inf{J~(u + 2v), 2 > 0, 209 < 1 }. 

REMARQUE 2. Soient A un pr6-g6n6rateur de X et u, v E X .  

(i) Etant donn6 c > 0 et o; r6el, utilisant la remarque 1 et la proposi t ion 1, 

on a 

Au < v ~ ( c A  + col)u<cv + ogu. 

On en d6duit  en particulier que si co(A) < 0, alors 

(9) A u < v ~ u  ~A-lv 

puisque A-~v=J~(2v) ,  ofa Jx est la r6solvante de A = A  +og(A)I  et 2 = 

- Og(A) - l  . 

(ii) Etant donn6 u, v E X,  l'opdrateur translatd 

(10) A : uEX--- ,  {v - v; v ~ A ( u  + u ) )  

est encore un pr6-g6n6rateur de m6me type que A; pour  )t > 0 avec 2o9 < 1, la 

r6solvante J~ de A est d6finie par  

J~f=-J~(u + 2 v  + J ) - u  

et donc 

(11) 

REMARQUE 3. 

A u < v ~ A ( u - - u ) < v -  v. 

Etant donn6 A un pr6-g6n6rateur et 2 > 0 avec 2o9 < 1, on 

note Aa l 'appliction (1/2)(1 - Ja), appel6 approximation Yosida de A. Co m m e 

on le v6rifie classiquement pour  tout u dans X, Aau EAJ~u. Maintenant  pour  

u, v E X ,  on a A u < v  si et seulement si A~(u + 2 v ) =  < v pour  tout 2 > 0  avec 

2o9 < 1. 

REMARQUE 4. Soient A un pr6-g6n6rateur de X et u, v ~ X. On peut d6finir 

u est sur-potentiel (resp. r~gulier) de v (par rapport a A), qui sera not6 

Au > v , par  

u > J~(u + 2v) pour  tout  2 > 0 avec ;to9 < 1 

(resp. u = sup{J~(u + ~.v); 2 > 0, ,~.o9 < 1 }). 

I1 est clair d'apr~s (5) que v ~_Au si et seulement si u est ~ la fois sous-potentiel  

(resp. r6gulier) et sur-potentiel (resp. r6gulier) de v par rapport  a A. D 'un  autre 

cot6, l 'opgrateur 
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(12) ~A : u ~ X - - "  { v ; -  v C A ( -  u)} 

est un pre-generateur de meme type, dont  les resolvantes *~Ja sont definies par 

'*Jaf = - J ~ ( -  f )  

de telle sorte que 

(13) Au >v  ,=, ~A( - u ) <  - v. 

Pour  cette raison, nous ne nous interesserons qu 'a  l 'etude des sous-potentiets. 

Les definitions developpees precedemment  sont purement  algebriques. 

Nous  allons maintenant  faire intervenir la "topologie de l 'ordre". Comme il est 

classique, 6tant donne (u,) une suite de X et u E X, la notat ion u, ~ u exprime 

que la suite (u,) est decroissante et u = in fu , .  

DEFINITION 5. (i) Une application G : D(G)  ~ X sera dite descendante si 

pour  route suite (u,) de D(G)  et u ~ X ,  

u , ~ u ~ u E D ( G )  et G u , ~ G u .  

(ii) On appelle gdn~rateur (de sous-potentiels) de X, tout pre-generateur A de 

X verifiant 

(1 4) il existe 2, ~ 0 tel que la resolvante Ja. soit descendante pour  tout n. 

Notons  la 

PROPOSITION 3. Supposons que X vOrifie 

(! 5) toute suite d#croissante minor~e admet  une borne inf#rieure. 

Soit A un prd-gdndrateur de X de type 09. Alors les assertions suivantes sont 

#quivalentes : 

(a) A est un gdndrateur; 

(b) pour tout 2 > 0 avec 209 < 1, la r~solvante J~ est descendante; 

(c) la relation Au < v est ferm~e pour les limites d~croissantes: 

u, ~ u et v, ~ v et AUo < V, pour tout n =* Au <= v. 

PR~UVE. L' implication (b) ==, (a) est triviale. L' implict ion (a) ==, (c) resulte 

imm~diatement  de la proposit ion 1, en notant  que pour  u, $ u et v, ~ vet  2 > 0, 

on a u, + 2v, * u + 2v. Montrons  (c) ~ (b): soient ). > 0 avec 209 < 1 et f ,  I f .  

Puisque la suite (u, = Jaf , )  det roi t  et est minoree par Jaf, d'apres (15), 
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u = inf  u, existe; aussi J~ f  <= u. Maintenant  Au,  ~ ( f ,  - u)/it, puisque pour 

O</z  < i t ,  
J . (u .  + - u))  >= J ((u/it)L + ( I  - (u / i t ) )u . )  = u. .  

Utilisant (e), Au < ( f  - u)/it et done u <= Jaf. En r6sum6 u, ~ J~f. 

REMARQUE 5. On a implici tement utilis6 ci-dessus la proprit6 imm6diate  

suivante: 6rant donn6 A un pr6-g6n6rateur de X et u, v ~ X, 

il existe v E A u  tel que v < v ~ A u < v .  

La r6eiproque est 6videmment  fausse en g6n6ral; eependant on rencontrera 

souvent la propri6t6: 

(16) u E D ( A )  et A u < v ~ i l e x i s t e v ~ A u t e l q u e v  <-_v 

comme nous le verrons dans la Section 2 sous des hypotheses particuli~res. 

REMARQUE 6. Si A est un g6n6rateur, il en est de m6me de cI + o9A pour 

tout  c > 0 et o9 r6el (ef. remarque I) ainsi que de l 'op6rateur translat6 A d6fini 

par (10) (cf. remarque 2); par contre, en g6n6ral, l 'op6rateur ~A d6fini par (12) 

n'est pas un g6n6rateur (de sous-potentiels): c'est en fait un "g6n6rateur de sur- 

potentiels" dont  les r6solvantes sont "montantes" .  

Achevons cette section par une extension darts ce cadre g6n6ral et non- 

lin6aire de 12n~galit~ de Kato (of. [20], [ 1 ] pour une formulat ion abstraite clans 

la cas lin6aire). Rappelons que l'espace vectoriel ordonn6 X est dit  rdticul~ si 

pour tout u de X, u + =  sup(u, 0) existe darts X; alors pour tout  u, v de 

X, u v v = s u p ( u , v )  et U A v = i n f ( u , v )  existe darts X: on a u v v =  

(u - v) + + v et u A V = U -- (U -- V) +. I1 est clair que rappl icat ion u ~ u + est 

posit ivement homog~ne ((itu) + = 2 u  + pour tout  it > 0 )  et sous-additive 

((u + v) + < u + + v+), en partieulier pour tout  u, v dans X, rapplica- 

t ion i t - -* (u+i tv )  + est eonvexe de R dans X et done l 'application 

3. --,- (1/it)((u + itv) + - v +) est eroissante sur R \  {0}. On d6finit pour tout  u, v 

darts X: 

(17) aa + (u, v) = (1/it)(u + 2v) + - u +) pour tout it > 0, 

(18) a + ( u , v ) = i n f { ~ r ~ ( u , v ) ; i t > O )  s ice t teborne inf6 ieureexis te .  

Notons  que lorsque X v6rifie (15), alors a + (u, v) existe pour tout  u, v darts X. 

On a la 
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PROPOSITION 4. Supposons X r#ticul# et soient A un pr#-g~n#rateur de X ,  

ui, vi dans X tels que Aui <-_v~ pour i = 1, 2. 

(i) Pour tout 2 > O, on a 

(19) A(ul V U2)~a: (U 1 - -  U2, VI) -~- 0"2+ (U 2 - -  Ul,  V2); 

(ii) si X vOrifie (15) et A est un g#ndrateur, alors 

( 2 0 )  A(u,  v u2)__<a+(ul - u2, vd  + e + ( u 2  - u, ,  v2). 

PREUVE. Le point (ii) resulte immedia tement  du point (i). Pour demontrer  

(i), compte-tenu de la proposition 1, il suffit de montrer  que pour # > 0 avec 

/2co < 1 et/2 < (2/2), on a 

u, v u2 <= J~(u, v u2 + /2  {a  + (u, - u2, v,) + , r :  (u2 - u, ,  v2)}). 

Par hypoth6se, u, < Ju(u~ +/2vi) pour i = 1, 2; utilisant la definition de aa + et la 

croissance de Ju, il suffit donc de montrer  que 

/'/1 "q-/2VI ~ Ul V U 2 

+ ( / 2 / ; t ) { ( u l  - u2 + ; t v l )  + - ( u ,  - u2)  + + ( u2  - u~ + ; tv2)  + - (u2  - u 0  + } 

ce qui peut encore s'ecrire 

Ul __ U2 .ql- 2V 1 ~ (U,  - -  U 2 "Or- ,~1/1) + "~ (U  2 - -  U 1 "~ 21'2) + "~ ( ( 2 / / 2 )  - -  2)(u2 - ul) + 

qui est 6videmment  verifi6 

REMARQUE 7. Compte-tenu de la remarque 2, sous les hypotheses de la 

proposit ion 4, on a pour tout  v dans X 

(21) A(UlVU2)<=tr2(Ul--U2, Vl--V)+a~-(U2--Ul,  V2--V)+V.  

En particulier appliquant avec v = aVl + (1 -- a)v2 oO a E [0, 1 ], on obtient 

. 4 ( U  1 V U2)~---~(l - -  O/)O'2"~1 _ a ) ( U l  - -  U2, V 1 - -  V2) .Of- . . .  

(22) + atr~(u= - ul, v2 - vl) + avl + (1 - a)v2 

avec la convention Oaf  = 0. 

REMARQUE 8. Nous achevons cette section sur quelque remarques concer- 

nant  la terminologie que nous avons employee. D'abord nous avons adopt6 la 

terminologie nonlineaire concernant les resolvantes (cf. par exemple [ 13], [8]): 

en effet en theorie lineaire, la resolvante est R (2, A ) = (21 - A) - ~, on a donc 

Ja = R ( 1 / 2 , - A ) / 2 .  Le terme de sous-potentiel a ete choisi de preference 
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sous-solution pour d'une part faire r6f6rence ~ la th6orie (616mentaire) du 

potentiel ~ laquelle cette notion nous semble ratach6e, et d'autre part pour ne 

pas pr6ter a confusion avec d'autres notions de sous-solution (par exemple 

sous-solution au seas des distributions); suivant la terminologie de la th6orie 

du potentiel classique, supposant que Ja est la r6solvante associ6e a un 

semi-groupe sous-markovien (c'est ~ dire J~ = 2-1Vt/~, ou Vp est la transform6e 

de Laplace), u est sous-potentiel (resp. r6gulier) de 0 si - u est (Vp)- surm6- 

diane (resp. excessive) (cf. [19]). La terminologie d'application descendante a 

6t6 emprunt6e h [16]. 

2. Quelques cas particuliers 

Dans cette section, nous caract6risons les sous-potentiels et sous-potentiels 

r6guliers, dans quelques cas particuliers. X designe un espace vectoriel 

ordonn6 de c6ne positif X+. 

A. Hypothdses de continuitd 

On suppose X muni d'une structure d'espace vectoriel topologique compat- 

ible avec l'ordre, c'est ~ dire telle que X+ soit ferm6 dans X. Notons d'abord la 

PROPOSXTION 1. Soit A un prd-gdndrateur de X vdrifiant 

pour toul u, v, w clans X, 

(l) 
J~(u + )tv) - Ja(u + )Lw) ---, 0 dans  X lorsque 2 ~ O. 

(i) Etant donn~ u, v, w dans X, si u est sous-potentiel r~gulier de v e t  

Au <--_ w, alors u est sous-potentiel r~gulier de w. 

(ii) Si de plus A est univoque et continu sur D(A), alors pour (u, v) dans 

D(A) × X, Au <=v si et seulement si Au <= v. 

PREUVE. Pour le point (i), donnons-nous u dans X tel que u < Ja(u + 2w) 

pour tout 2 > 0 avex 209 < 1. On a alors, en utilisant Au <-_v, 

u <= J~(u + 2w) - J~(u + 2v) + Ju(u q- ~tv) pour ~ > 2 > 0 avec/m9 < 1 

d'o~ en passant d'abord a la limite 2 --- 0, grflce ~ (1) 

u =< inf{J~(u +/tv); / t  > 0, # ~  < 1 } = u. 

Pour le point (ii), notons d'abord que la propri6t6 (1) implique 

(2) pour tout u ED(A)  et v E X ,  Ja(u + 2 v ) ~  u dans Xlorsque 2 ---- 0. 
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En effet, si w ~Au ,  alors J~(u + 2v) - u = J~(u + 2v) - Ja(u + 2w). Mainte- 

nant si A est univoque et continu sur D(A), on a donc 

A~(u + 2v) =AJ~(u + 2 v ) ~ A u  dans Xlorsque 2 - ' 0 .  

On ach~ve grace fi la remarque 1.3. 

D6montrons maintenant la 

PROPOSITION 2. Soit A un g#n#rateur de X v#rifiant (2). On pose 

D~I(A) = (u ~ X ;  pour tout v ~ X ,  J~(u + 2v) -~ u clans X lorsque 2 -o 0}. 

Etant donn#s u, v dans X les assertions suivantes sont #quivalentes: 

(a) u est sous-potentiel r#gulier de v, 

(b) il existe une suite (u~, v,) clans le graphe de A telle que u, ~ u et v~ < v, 

(c) Au < v e t  il existe une suite (u,) clans D~t(A) telle que u, ~ u. 

PREUVE. L'implication (a)=, (b) est imm6diate (cf. remarque 1.3); l'impli- 

cation (b)=, (c) r~sulte du fait que A est un g~n~rateur et de l'hypoth~se (2). 

Maintenant supposons (c) et donnons-nous u dans X tel que u < Ja(u + 2v) 

pour tout 2 > 0 avec ; tco< 1. Utilisant u, ED~(A), puisque u < J~(u, + 2v), 

la limite lorsque 2 ~ 0 on a u < u,; ceci ~tant vrai pour tout n, on obtient 
u<__u. 

REMARQUE 1. La pattie Dc~(A) est $videmment contenu dans cl(D(A)), 

adherence de D(A) dans X. La propri6t6 (1) (et donc (2)) est 6videmment 

impliqu~e par la locale uniforme equicontinuit6 des r~solvantes, ou plus 

g~n~ralement par la propri6t6 

(3) p o u r t o u t u E X ,  J a f - J ~ g ~ O  l o r s q u e ( 2 , f , g ) - , ( O , u , u ) .  

Par un raisonnement topologique ~lementaire, la propri~t6 (3) implique que 

Dc,(A) = cI(D(A )). 

REMARQUE 2. Si X v6rifie 

(4) pour toute suite d6croissante (u,) de X+, u, ~ 0,~, u, --- 0 dans X 

alors tout pr6-g~n6rateur /l r~solvantes s6quentiellement continues est un 

g~n~rateur. De plus si u est sous-potentiel r~gulier, alors u E cI(D(A)); sous 

l'hypoth~se (3), on a donc: u est sous-potentiel r6gulier de v si et seulement si 

u EcI(D(A )) et Au <v. 



96 L. BARTHELEMY ET P. BENILAN Isr. J. Math. 

B. Cas lin~aire 

Un op6rateur A est dit lin6aire, si A est univoque, D(A) est un sous-espace 

vectoriel et l'appliction u ~ D ( A ) ~ A u  ~ X  est lin6aire. Si un pr6-g6n6rateur 

est lin6aire, ses r6solvantes sont 6videmment des applications lin6aires posit- 

ives de Xdans lui-m6me; on a en fair cette propri6t6 plus g6n6ralement pour un 

pr6-g6n6rateur dont le graphe est un sous-espace vectoriel de X × X: un tel 

op6rateur sera appel6 un prd-g~n~rateur a r~solvantes lin~aires; sa donn6e est 

6quivalente a celle d'une famille (J~; 2 > 0, 209 < 1 ) d'applications lin6aires 

positives de X dans lui-m6me verifiant l'identit6 r6solvante (1.4). I1 est clair 

que pour un tel op6rateur A, {(u, v); Au < v} est un c6ne convexe de X X X; 

de plus siv EAu,  alors pour u EX, 

Au <= v ,=,A(u - u ) ~ v  - v. 

On suppose maintenant que 

(5) X = X+ - X+. 

On note X* l'espace de toutes les formes lin6aires sur X; sous l'hypothese (5), 

X* est ordonn6 naturellement par le c6ne des formes lin6aires positives sur Xet 

v6rifie (1.15). Etant donn6 A un pr6-g6n6rateur de type o9, a r6solvantes 

lin6aires, on peut consid6rer l'op~rateur transpos~ A* de X* d~fini par 

(6) v * E A * u * ~ ( v * ,  u)  = (u*, v) pour tout u, v ~ X a v e c  v E A u .  

On v6rifie imm6diatement que A* est un g6n6rateur de X* de type og(A*) _-< o9 

et dont les r6solvantes sont pour ). :> 0 avec 2o9 < 1 les transpos6es 3"* des J~. II 

est clair aussi que 

(7) A'u* = A ' u *  + D(A) ± pourtout  u * E X *  

of~ pour une pattie D de X 

D ±= {v*~X*; (v*, u) = 0 pour tout u E D } .  

On se donne maintenant Y un sous-espace vectoriel de X* v6rifiant 

(8) u ~ X +  ~=~u~X et ( u * , u ) > O p o u r t o u t u * ~ Y + .  

I1 est clair que la topologie a(X, Y) sur X est compatible avec l'ordre. Etant 

donn6 u, v EX,  d'apr~s (8) on a Au <v si et seulement si 

~w*, u)  <= (w*, J~(u + 2v)) = ~J*w*, u + 2v) 

pour tou tw*EY+,  2 > 0 ,  2o9<1 
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ou encore, en posant u* = J 'w*,  v* = (1/2)(w* - u*)CA *u* et compte-tenu de 

(7), si et seulement si 

(v*, u) _-< (u*, v) 
(9) 

p o u t t o u t u * E { J * w * , w * ~ Y + , 2 > 0 , 2 o ) < l }  et v*EA*u*.  

On va pr6ciser cette caract6risation en supposant 

(1 O) J~u ---" u dans or(X, Y) lorsque 2 --- 0 pour tout u E X, 

(11) J ~ ( Y + ) C Y  p o u r t o u t 2 > 0 a v e c 2 c o < l .  

Notons que l 'hypoth~se (10) implique la lin6arit6 de A, puisque pour v CA 0, 

on a J~v = 0. On a la 

PROPOSITION 3. Soit A un prO-gOnOrateur linOaire de X vOrifiant (1 O) et (11). 

Etant donnd u, v ~ X les assertions suivantes sont Oquivalentes: 

(a) Au = < v, 

(b) u est un sous-potentiel rOgulier de v, 

(c) (v*, u)  <-_ (u*, v) pour tout u*E  Y+ et v*UA*u* N Y. 

De plus si u ~ D(A ), elles sont encore Oquivalentes d A u < v. 

PREUVE. D'apr~s (10), il est clair que ( a )~ (b ) ,  puisque 

J~(u + 2v) = J~u + 2J~v ---" u dans a(X, Y) lorsque 2 ---, 0. 

Rappelons maintenant  que (a )~(9) .  Elant donn6 w*~  Y+, on a en utilisant 

(11) et la positivit6 de J~', u* = J~w*E Y+ et v* = A'w*  E A*u* N Y de telle 

sorte que ( c )~ (a ) .  Maintenant  pour u * E  Y+ et v*~A*u* N Y on a J ' v * =  

A~u* EA*Ja*u* et donc utilisant (9) 

(V*, J~u) _~ (u*, J~v). 

Faisant 2----0, grace a (10), on obtient ( a )~(c ) .  Enfin si u E D ( A ) ,  alors 

A~(u + 2 v ) = J ~ A u  + v -Jzv- - - 'Au  dans o-(X, Y) lorsque 2----0; on conclut 

grace a la remarque 1.3. 

REMARQUE 3. Supposons X muni d 'une structure d'espace vectoriel topo- 

logique localement convexe compatible avec l 'ordre et A pr6-g6n6rateur ~i 

r6solvantes lin6aires et continues. 

(i) Pour tout sous-espace Y du dual topologique X' de X contenant  le c6ne 

des formes lin6aires continues positives sur X, d'apres le tb6oreme de H a h n -  

Banach, la propri6t6 (8) est v6rifi6e; il et clair que la propri6t6 (11) est aussi 
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satisfaite. Maintenant  consid6rons Y l'espace des u* E X* "s6quentiellement 

continues pour l 'ordre ' ,  c'est ~ dire v6rifiant: 

pour toute suite (u,) de X, s'il existe w, ~ 0 et w, ~ 0 

avec - w, < u, < w, pour tout n, alors (u*, u,)  ----0 

et supposons que Y v6rifie (8); alors, si A est un g6n6rateur, il est clair que (11) 

est satisfaite. 

(ii) Supposons que Y spit un sous-espace de X' (v6rifiant (8)). Comme nous 

l 'avons not6 dans la remarque 1, la propri6t6 (10) est impliqu6e par la densit6 

de D(A )dans Xet  l '6quicontinuit6 dans Xdes  r6solvantes J~ lorsque 2 ---, 0 (qui 

est 6quivalent ~ (3)). Lorsque X est un espace de Banach et Y = X', d'apr~s le 

th6or~me de Banach-Steinhauss,  la propri6t6 (10) est en fair 6quivalente a la 

densit6 de D(A) dans X et l '6quicontinuit6 des r6solvantes lorsque 2 ----0. 

REMARQUE 4. Si en plus de (8) et (11), on suppose que Y = Y+ - Y÷, 

alors la restriction B de A* ~ Y est un pr6-g6n6rateur de Yet on peut permuter  

les roles de (X, A) et (Y, B). 

Supposons maintenant  respace X r6ticul6 (donc v6rifie (5)) et Y = Y+ - Y÷ 

(et v6rifie (8)). On peut consid6rer X comme un sous-espace vectoriel ordonn6 

du dual Y* de Y. Etant donn6 u, v dans X, aa + (u, v) d6fini par (1.17) converge 

dans Y* lorsque 2---0; on notera cr+(u, v) sa limite, t On a alors l'6nonc6 

suivant de l'in6galit6 de Kato: 

PROPOSITION 4. Supposant X rOticuld et Y vOrifie (5), soient A un prO- 

g~n~rateur lindaire de X vdrifiant (10) et (11), et u, v dans X. 

(i) Si Au < v , alors 

(12) (v*, u +) < (a+(u ,  v), u*) 

(ii) Si v EAu,  alors 

(13) 

PREUVE. 

pour toutu*EY+ et v*EA*u* M Y. 

(u* , lu  I) < = ( a + ( u , v ) + c r + ( - u , - v ) , u  *) 

pour tout u * E Y +  et v*GA*u* A Y. 

Si Au<=v, appliquant la proposition 1.4 avec ul = u, vl = v, 

U: = V: = 0, on a Au ÷ <= a~- (u, v) pour tout 2 > 0; utilisant alors la proposition 

3 et passant a la limite lorsque ;t ~ 0, on obtient (12). Si v @Au, on raisonne de 

t Cette notation est coh6rente avec (1.18) en se placant dans l'espace Y*. 
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la m6me mani~re en notant  qu'alors Au < v et A ( - u) <(  - v) et rappelant que 

lul  = u v ( - u ) .  

C. Cas accr#tif  

Etant donn6 une application convexe N de X dans [0, zc[, on posera pour 

tout u, v dans X 

N(u ,  v) = inf{(1/2)(N(u + 2v) - N(u)); 2 > 0} 

(14) 
= l im(1/2)(N(u + 2v) - N(u) )  lorsque 2 ~ 0  + .  

Un  operateur A de X est dit N-accr#ti f(ou accr#ti fpour N)  si 

N(ut  - u2) < N(u~ - u2 + ,~(Vl - v2)) 

(15) 
pour tout vL E A u j ,  v2~Au2 et 2 > 0 

ou ce qui est 6quivalent si 

(16) N(u~ - u2, v~ - v2) > 0 pour tout v~ ~Au~, v2EAu 2. 

Notons d 'abord la 

PROPOSITION 5. Soit N une application convexe N de X dans [0, ~c[ 

vOrifiant 

(17) N e s t  croissante et X+ = (u ~ X ;  N( - u) = 0}. 

Soit  d'autre part A un op#rateur N-accr#ti f  de X .  Alors 

(i) A est un pr#-g#n#rateur si et seulement  si il existe  2o > 0 tel que pour tout 

2 E]0,  )to[ e t f E X ,  il existe une solution de u ~ X ,  u + L 4 u ~ f .  De plus alors 

t_o (A) < 112o. 

(ii) Supposant que A est un pr#-g#n#rateur, #tant donn# u, v dans X ,  on a 

Au  <=v si et seulement  si 

(18) N(u  - u, v - v) > 0 pour tou t  v E A u .  

PREUVE. Utilisant la definition d 'un pr6-g6n6rateur, (15) d6finissant la 

N-accr6tivit6 et la deuxi~me partie de (17), le point (i) est clair. Supposant 

maintenant  que A soit un pr6-g6n6rateur, (15) peut encore s'ecrire 

N(Jau~ - Jau2) < N(ul  - u2) 

(19) 
pour tout ul, u2 dans X e t  2 > 0 avec 2o9 < 1 

et (18) est ~quivalent 
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(20) N(u - J~u) < N(u + 2v - u) pour tout u dans X et 2 > 0 avec 20~ < 1. 

Supposant (20) et appliquant avec u = u + 2v, on obtient u <= J~(u + 2v). 

R6ciproquement supposons Au <=v; utilisant (19) et la croissance de N, on 

obtient 

N(u - Jxu) <= N(J~(u + 2v) - Jxu) <= N(u + 2v - u), 

c'est a dire (20). 

On suppose maintenant  que X est un espace de Banach de norme [[ • ]], 

avec X+ ferm~ dans X. Un op~rateur A de Xest  dit accr#tifsi il est accr6tifpour 

N(u)  = I[ u ]], c'est a dire si 

[u~ - u2, v~ - v2] > 0 pour tout v~ EAu~, v2EAu2 

ou [u, v] = N(u ,  v) correspondant b, N(u)  = ]] u tl , 

[ u , v ] = l i m ( 1 / 2 ) ( ] l u + 2 v [ ]  - ]]u][)  l o r sque2 - - - -0+ .  

On peut dire encore qu 'un op~rateur A est accr~tif si pour tout 2 > 0 ,  

l 'op~rateur J~ = ( 1  + 2 A )  -~ est une application contractante* de D(J~ )=  

R ( I  + 2 . 4 ) =  {u + 2 v ;  v@Au)  dans X. On dit que A est m-accr#tifsi A est 

accr6tif et pour tout 2 > 0, D(J~) = R ( I  + 2.4) = X; notons d'ailleurs que si A 

est accr6tif et s'il existe 2 > 0 tel que R ( I  + L4) = X,  alors pour tout 2 > 0, 
R ( I  + 2/I) = X.  

Introduisons la fonctionnelle 

(21) N+(u) = d i s t ( -  u , X + ) =  inf( [[ u + v [[; v E X + } .  

II est clair que N+ est sous-lin~aire continue sur X et v6rifie (17). On a la 

PROPOSITION 6. Soit A un op~rateur de X.  Alors A est un pr#-gOn#rateur 

accr#tif si et seulement si A est m-accrOtif et N~-accr#tif. De plus alors 

oJ(A) __< inf{oJ; A + o4 est accr#tif). 

PREUVE. D'apr~s la proposition 5(i), ta condit ion suifisante est imm6diate; 

de plus alors oJ(A) _-< 0. Supposons maintenant  que A soit un pr6-g6n6rateur 

accr6tif; il est clair, comme nous l 'avons rappel~ ci-dessus que A est m-accr~tif; 

montrons que A est N+-accr~tif. Pour cela il suffit pour Ul, u2 dans X e t  2 > 0 

avec 2~(A) < 1 de montrer  

t C'esl & dire lipschitzienne de rapport inf&ieure ou egal a 1. 
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(22) N+(Jaul - J~u2) <= N+(ul -- u2). 

Etant  donne v EX+,  on a Ja(u~ + v) -Jau~ >= 0 et done, en utilisant la defini- 

tion de N+(u) et la contractivit6 de Ja 

N+(Jaul - Jau2) <= II J,(u, + v) - J, u2 II ---< II u,  - u2 + v II. 

Prenant  la borne inferieure en v, on obtient (22). Enfin etant donne o9 tel que 

A + ogI soit accretif, puisque A + o9I est un pre-generateur, il est de type 

negatif ou nul et done o9(A) < o9. 

Supposons que Xsoi t  reticule; alors N+(u) <= 1[ u + [I • Si de 

(23)  u, v E X ,  O ~ u ~ v + ~  I l u l l  ~ I lv l l  

alors N+(u) = II u ÷ II. Comme il est classique, on posera [u, v]+ = N+(u, v), 
c'est a dire 

(24) [ u , v ] + = l i m ( 1 / 2 ) ( l l ( u + 2 v )  + II - II u ÷  II) l o r s q u e 2 - - - 0 +  

et on dira qu'un operateur A de X est T-accrdtifsi A est N+-accretif, c'est 

dire si 

(25) [u~ - u2, v~ - v2]+ >_- 0 pour tout v~EAu~, v2EA2. 

Notons qu'en general un operateur T-accretifn 'est  pas necessairement accretif 

(cf. [15]) bien que ce soit le cas si X verifie 

(26) u, v E X ,  II u +  II --< II v+ II et II u -  II =< II v -  II ~ II u 11 -5 II v II- 

Notons d'ailleurs que l'on peut toujours renormer X par une norme equiva- 

lente coincidant avec la norme de X sur X+ (de telle sorte que la notion de 

T-accretivite est inchangee) et telle que (26) (et (23)) soient verifiees. Comme 

corollaire des propositions 5 et 6, sous les hypotheses (23) et (26) un operateur 

A de X est un pre-generateur accretif  si et seulement si A est T-accretif et il 

existe 2 > 0 tel que R(I  + L4) = X. De plus alors, etant donne u, v dans X, on 

a Au ~ v  si et seulement si 

[ u - u , v - v ] + > _ 0  pour t o u t v E A u .  

D. Cadre variationnelle 

Dans ce cadre X est un espace de Hilbert reticule de norme II • II et de 

produit  scalaire ( . , .  ) verifiant 

REMARQUE 5. 
plus X verifie 
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(27) ( U + , U - ) = 0  p o u r t o u t u E X  et ( u , v ) > 0  p o u r t o u t u ,  v E X + .  t 

I1 est classique (cf. [12]) qu 'alors  X v6rifie (1.15) et (4). 

On consid~re d 'autre  part Vun sous-espace vectoriel  dense de X m u n i  d 'une  

structure d'espace de Banach r6flexif, de norme II • IIv =< II • II ,  de tel sorte 

que X s'injecte cont inuement  dans le dual V' de V. On suppose de plus 

(28) u E V = * u + E V .  

On se donne • une applicat ion de V dans [0, a:] convexe semi-continue 

inf6rieurement  avec ~ ( 0 ) =  0 et ~¢ une application de V dans V' que l 'on 

suppose monotone  et h6micontinue,  c'est h dire v6rifiant 

(29) (~lu,  - sdu2, ul - u2) > 0 pour  tout  u~, u2 dans V, 

(30) (~ l (u  + tv), w) --* (.~¢u, w)  lorsque t---O pour  tout  u, v, w e  V. 

On suppose de plus 

¢~(u~) + ~(u2) + (.~/ul - .~/u2, (ui - u2) + ) 
(31) 

>-_ q~(uz v u2) + ~(u~ ^ u9 V u,, u2e  V 

et l 'hypothese d'"ellipticit6" 

pour  tout  Uo~-D(~) = {u E V; ~ ( u )  < oo}, il existe 20 tel que 

(32)(@(u)  + (~¢u, u - u0) + 20 II u II 2)/II u II,--" ~ lorsque II u II,--" ~ -  

On note A la restriction ~ X de l 'operateur  ,q  + O@ ot~ O~ est le sous- 

differentiel de @; en d 'autres  termes A est d6fini par 

v E A u  ~ u E  V, v e x  et @(u) < ( v - - , ~ / u ,  u - u )  + ~ ( u )  
(33) pour  tout u E V. 

On a alors la 

PROVOSI'rIoN 7. Sous les hypothPses et notations ci-dessus: 

(i) A est un gdn&ateur monotone de X.  

(ii) Etant  donne u, v dans X tel qu 'il existe w E D (~ )  avec w < It, on a Au < v 

si et seulement si u E D ( ~ )  et 

(34) ~ ( u ) < ( v - , e l u , ( u - u ) ~ ) + ~ ( u ^ u )  p o u r t o u t u E V .  

* Cette hypoth~se est equivalente a (23) et II u II = II l u I II • 
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De plus alors u est sous-potentiel r~gulier de v. 

PREUVE. Uti l isant  l 'hypoth~se (31), il est clair que A est 7"- monotone ,  c 'est  

dire verifie 

(35) ( v l - v 2 , ( u l - u 2 ) + ) > O  p o u r t o u t v ~ E A u l ,  v2EAu2. 

R e m a r q u a n t  que d 'apres  (27) 

(36) 22(v, u+)_ -  < [I (u +,~v) + II 2 -  II u + I1-' 

on en deduit que A est T-accretif. Maintenant sous t'hypopth4se (32), pour 2 

suffisament grand, l ' opera teur  . c / +  O~ + 21 est d ' image  V' tout  entier  (cf. [ 14]) 

et donc R ( I  + ZA) = X.  On en deduit  que A est un pre-generateur .  C o m m e  X 

verifie (4) le point  (i) est ainsi demont r& 

Donnons-nous  ma in tenan t  u, v dans X et supposons  d ' abo rd  u ~ D ( O )  et 

(34) est verifiee; utilisant (31), on a alors 

(37) ~ ( u ) + ( v - , ~ l u , ( u - u ) + ) > O ( u v u )  pour  tout  u ~ V. 

Etant donne v E A u ,  appl iquant  (33), en rempla¢ant  u par  u, v par  v e t  u par  

u v u ,  o n a  

• (u)  + <v - .~/u, (u - u )  + =< O(u  v u ) ,  

d'ofl en re t ranchant  les deux inegalites precedentes  ( v -  v, (u - u ) + )  >= 0; 

appliquant  avec u = Ja(u + ;tv), v = v + (u - u)/2, on obtient  II (u - u) + II < 

0 et donc u est un sous-potentiel  de v. 

Supposons  ma in tenan t  qu' i l  existe w dans  D(O)  tel que W _-< u et que Au <=v. 

Posons u~ = Ja(u + 2v). Appl iquant  (33), en remplacan t  u par  ua, v par  

v + (u - u~)/2 et u par  w, on obt ient  

(38) ~(ua)  + (1/2)(u - u~, w - u~) =< (v - ~/ua, ua - w) + ~ ( w )  

d'ot~ util isant la mono ton ie  de ,~/et  • >= 0 

(39) (u - u~, w - u~) < 2{(v  - a lw ,  ua - w) + O(w)}. 

Main tenanl  par  definition (ua) decroit  lorsque 2 decroit  et est minor6  par  u. 

C o m m e  X verifie (1; 15) et (4) on en dedui t  que (ux) converge dans  X lo r sque  

2 ---- 0; notant  u sa limite, on a d ' apres  (39), (u - u, w - u)  < 0, et donc, gr~ice 

(27), II u - u II ' --< ( u  - u ,  u - w )  =< 0 .  En d 'au t res  termes,  u~ ~ u dans  X 

lorsque 2 --- 0. 

Aussi grace a (27), on a (u - u~, w - ua) > 0 et donc  par  (38) 
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• (u~) < (v - ~¢u~, u~. - w) + ~(w)  < (v - ~¢w, ux - w) + ~(w) .  

Utilisant (32) on en d~duit que (ua) est doric born~ darts V lorsque ~ . - -0  et 

donc u~ ~ u dans a(V, V') lorsque 2 ~ 0, u ~ D ( ~ )  et 

(40) ~ ( u )  =<- {v - .~/w, u - w) + ~(w) .  

L'inegalit6 (40) est vraie pour  tout  w dans V tel que w < u. Pour  0 < t _-< 1, 

appliquons (40) avec w = (1 - t)u + t (u A u ), utilisant la convexit~ et divisant 

par  t, on obtient  

• (u) <= <v - ,~/(u - t(u - u) +), (u - u) + > + ~ ( u  ^ u). 

Passant a la limite lorsque t ~ 0, grace a (30), on obtient  (34). 

3. Probl6me de controle 

Dans cette section X est un espace vectoriel ordonn6 et nous nous donnons  

(A i ) ~  une famille de pr6-g6nerateurs de X, (v~)~E~ une famille d'616ments de X 

ind6x6e par le m6me ensemble I,  et U une patt ie de X. Nous  poserons 

(1) "t" = {u E U; A,u < v, pour  tout i E l }  

et consid6rons le probl6me d'existence et d 'approximat ion  de max ~t", 616ment 

max imum de l 'ensemble "V. 

Notons  tout d 'abord  le r6sultat imm6diat  suivant 

PROPOSITION 1. Supposons que U vdrifie 

toute partie non vide de U majorde dans X 
(2) 

admet  une borne supOrieure dans X appartenant a U. 

Alors max f existe si et seulement  si ~v est non vide et majorOe dans X .  

PREUVE. La condit ion n6cessaire est triviale. Maintenant  d'apr6s (2) et la 

proposit ion 1.2, si ~v est non vide et major6e dans X, sup " t  existe et 

appart ient  a ~ ' .  

REMARQUE 1. (i) L'ensemble ~" est majore en particulier si U est lui- 

m6me majore ou si inf re(A,) < 0; en effet dans ce dernier  cas, consid~rant i0 tel 

que co = oJ(A,o) < 0, w = A,; lh0 est un majorant  de ~v (cf. remarque 1.2(i)). 

(ii) L'ensemble ~ est non vide en particulier darts le "cas positif", c'est a 

dire: 0 E  U, A~0 < 0 et v, > 0 pour  tout  i. 

Bien qu'il fornisse des th6oremes d 'existence de solutions maxima pour  des 
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probl~mes de controle dans des espaces complets (pour l'ordre), le resultat de 
la proposit ion 1 n'est pas tres satisfaisant: la propriet6 (2) est tres restrictive, et 

il ne fournit aucune methode d 'approximat ion de l'~lement maximum. 
Nous  allons maintenant considerer le cas ou X est sequentiellement complet  

et les operateurs A, sont des generateurs de type oa(A,) majoree. Plus precise- 

ment pour englober un cadre un peu plus general, nous allons nous donner  de 

plus maintenant  un c6ne convexe .9" de X et supposer qu'il existe 2k ~ 0 telle 

que pour  tout entier k et tout i ~ I les propriet~s suivantes soient verifi~es 

(3) v,~.9", ) .ko)(A,)<l et Jjtk(.9")C.9", 

(4) pour toute suite (f~) de .9" e t f d a n s  .9", f~ { f=£ ' ik f~  { J~'.~ f ,  

ou J~'. designe la resolvante de A,. 

Montrons  d 'abord le r~sultat suivant: 

PROPOSITION 2. En plus des hypothOses (3) et (4) nous supposerons 

(a) Il existe une application M de .9" dans .9" descendante telle que U = 

{u e.9"; u <=Mu}, 

(b) soit I e s t  d#nombrable et .9" v#rifie 

toute suite de .9" minorOe dans .9" 

(5) admet une borne infOrieure dans X qui appartient a .9", 

soit .90 vOrifie 

toute suite de .90 rninorOe dans .90 

adrnet une borne infOrieure dans X qui appartient gl .90. 

Alors max "f" existe si et seulement si ~ est non vide et major#e dans .90. 

PREUVE. Considerons u0 E "t ~ et u ° ~ .9" majorant  ~ ;  definissons pour  tout 

u dans ,90 = {u E .90; Uo < u =< u °} 

M u  = inf{ u, Mu,  J~'i~ (u + 2kv, ), i E I, k E N}. 

D'apr~s (b), M u  est bien definie et appartient  a ~ .  II est clair que Mu < u < 

u°; d 'un autre cote, puisque u0--< u et u0~ ~/', on a uo < Muo < Mu et u0 < 
Jl~ (u0 + 2kvi) <= J~.~(u + 2kv,) et donc Uo _ < Mu .  En resume, M applique ,9 °dans  

lui-meme. Puisque M e t  les applictions J,{~ sont descendantes sur .9 °, il est clair 

que M est descendante sur 5¢. Nous  allons maintenant  utiliser le lemme 

suivant dont la verification est immediate.  
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LEMME 3. Soit 5¢ un ensemble ordonn~ et M une application de 5¢ dans 

lui-mOme. On suppose 

(a) 5e admet un plus grand ~l~ment, 

(b) pour toute suite d~croissante (un) de 5e, u = infun existe et M u  = 

in fMu, .  

Alors u = max{ u E 5¢, M u  = u } existe; plus pr~cis~ment on a M ~ (max 5,°) ~ u. 

FIN DE LA PREUVE DE LA PROPOSITION 2. D'apr6s le lemme on a l'existence 

de u = max{u E ~ ,  M u  = u) et u = infM~u°; montrons que u = max ~'.  I1 

est clair, d'apr6s la d~finition de M,  que u est dans "t"; maintenant 6tant donn6 

u dans ~', on montre facilement par r6currence, en utilisant la croissance de M 

et des r6solvantes J~, que u <= M"u ° pour tout ne t  donc u < u. 

REMARQUE 2. La m6thode utilis6e ci-dessus est standard en th6orie du 

potentiel; eUe est en particulier utilis6e par C. Dellacherie dans[ 16], [ 17] pour 

l'6tude d'op~rateurs non-lin6aires dans des espaces de fonctions num6riques. 

Nous tenons d'ailleurs ~ remercier C. Dellacherie pour les conversations qui 

nous ont amen6 a l'6nonc6 de la proposition 2 dans ce cadre abstrait. 

Bien que les hypotheses de la proposition 2 soient beaucoup plus satisfai- 

santes pour les applications que (2), le r6sultat ne fornit pas encore un proc6d6 

tr6s constructif pour d6terminer max ~r. Nous allons maintenant d6velopper 

la m~thode de pOnalisation. 

Introduisons la notation suivante. 

DEFINI'rION 1. Etant donn6 f dans X, notons Uf = { u E U, u <-_ f } .  On 

appelle projection sur U, not6e Pu, l'application f ~ m a x  Ur d6finie sur 

D(Pv) = ( f ~ X ;  max Uj existe}. 

II est clair que U C D(Pu) c ( f E X ;  U/- ~ ~ } et que Pt, est un projecteur 

croissant de D(Pv) sur U. Notons les propri6t6s simples suivantes: 

PROPOSITION 4. Supposons U C 5P et ~ v~rifie 

route suite d~croissante de ,9 ~ minor~e dans 

(7) admet une borne inf~rieure dans X qui appartient (~ 5f . 

(i) Pv v~rifie 

pour toute suite (u.) de D(Pu) C~ ,9" et u ~ co¢ tels que u. ~ u 

et (Puu.) minor?e dans .9 °, on a u ~ D ( P u )  et Pt,u. ~ Pvu 

si et seulement si U vdrifie 
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(8) p o u r t o u t e s u i t e ( u , ) d e U e t u E . 9 , t e l s q u e u , ~ u ,  o n a u E U .  

(ii) Supposons de plus que U v~rifie la condition (a) de la proposition 2 et que 
pour tout u dans .St, M u  = inf(u, M u )  existe et appartienne a .9,. Alors 

D ( PL, ) (3.9 ° = { f~ .Se ;  U / ~  ~ ) et pour tout f ~ D ( P ~, ) A .9,, on a M "  f ~ Pt, f . 

PREUVE. Le point (i) est imm6diat.  Pour  le point (ii), il est imm6diat  que 

l 'on a D ( P u ) ~ - 9 ° c  ( f ~ ;  U f ~ ) ;  maintenant  6tant donn6 f ~ . 9 ,  et 

u E UI, consid6rant 5 ¢ ' -  (u ~ . ~ ;  u =< u _-< f ) ,  il est clair que M est une 

application descendante de 5¢ dans lui-m6me et Pt, f = max(u  E 9*; M u  = u }; 

on ach~ve grace au lemme 3. 

REMARQUE 3. (i) Sous les hypotheses de la proposit ion 4, si Uv6rifie (8) et 

D(Pu)  contient .90, alors Uv6rife la condit ion (a) de la proposit ion 2 avec, pour  

application M,  la restriction de Pu a -9,. 

(ii) Si U = {u E X ;  u < u0} off u0 est fix6 dans X, alors P u f  = inf(f ,  u0). 

Pour  6noncer le r6sultat principal concernant  la m6thode de p6nalisation, 

nous allons nous restreindre au cas d 'un seul op6rateur A~. Comme nous le 

montrerons ci-dessous, sous les hypotheses (b) de la proposit ion 2, le cas d 'une 

famille quelconque (Ai) pourra s'y r6duire en se placant dans l 'espace X 1 des 

families (u,) d'616ments de X. Pour  un temps nous supposons donc I r6duit 

un seul 616ments et notons A e t  v le pr6-g6n6rateur et l'616ment de X correspon- 

dant; on a donc 
f = ( u ~ U ; A u - < v } .  

THEOREME 5. On suppose I rdduit a un dldment. En plus des hypotheses (3) 

et (4), on suppose ~v" non vide et 

(a) .9' v~rifie (7), U c .9" et U v~rifie (8), 
(b) D(Pu)  contient tout ~ldment de D(A)  ~ .9" majorant ~w, 

(c) il existe w E D ( P u )  sur-potentiel de v par rapport it A majorant ~w. 

Alors 

(i) Pour tout entier k, on peut ddfinir une suite (u,)  de D(Pu)  par 

(9) u0 = w, u, + ~ = J~,(Puu, + 2kv) pour tout n 

et on a u, ~ u k, of~ u k est la plus grande solution du probldme "pdnalis~" 

(10) u ~ D ( P ~ ) f 3 . 9 " ,  Au + (1/2,)(u - P v u ) D v ;  

(ii) la suite (u ~) est d(croissante et minor~e et inf  u ~ est sous-potentiel r~gulier 

de v par rapport (~ A.  
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(iii) L'ensemble "t" admet  un plus grand #l#ment et 

(11) max ~¢' = inf  Pt.u k = Pc.(inf uk), 

(12) inf  u k = inf(J~(max -t" + 2v); 2 > 0 avec 2co(A ) < 1 }. 

Avant de donner  la d~monstrat ion du thOor6me, montrons  comment  l 'on 

peut r6duire le cas d 'une famille (A,), (v,) au cas pr6c~dent. Notons  X l'espace 

X t, v =(vi)  et A l 'op6rateur diagonal (A,); identifions X au sous-espace 

diagonal de X, c'est fi dire identifions u dans Xavec la famille (ui) de XteUe que 

u~ = u pour tout i. Sous les hypoth6ses (3) et (4), il est clair que A est un 

pr&g~n6rateur de X avec o)(.4)=< sup e)(A,), que les donn6es (A, v, .9 ° = 9OI) 

v6rifie (3) et (4), et que l'on a 

u E ~ l ~ u ~ U  et Au<=v.  

En d'autres termes d~terminer max "t " dans X revient a determiner  max ~" 

clans X, ot~ "t" = {u ~ U; Au < v }. 

Maintenant ,  Pt, d6signant la projection sur U dans X, 6tant donn6 ( f ) ~  X tel 

q u e f =  i n f f  existe dans X, on a ( f ) E D ( P u )  si et seulement s i r E D ( P c 3  el, 

losque c'est le cas, P t ; ( f ) =  Pt,.f- Doric si U c 9O et la condit ion (b) de la 

Proposition 2 est satisfaite, la restriction de P~: ~ 9 ° = ,9O~ est d6finie par 

P u ( f )  = P~, ( inff ,)  avec 

D(Pt:) ~ 9° = { ( f ) E  9O; ( f )  est minor6e dans .9 ° et i n f f ~ D ( P v ) } .  

On a donc comme corollaire imm~diat  du th6or~me 

COROLLAtRE 6. En plus des hypoth#ses (3) et (4), on suppose "t" non vide et 

(a) 9O v#r(fie la condition (b) de la proposition 2, U c 9O et U v&ifie (8), 

(b) D(Pu) contient infui  pour toute famil le  (u,) de 9O telle que pour tout i, 

u, ED(A i )  et u~ soit un majorant de ~t ", 

(c) ll existe une famil le  (w,) dans X telle que pour tout i, w~ soit un 

sur-potentiel de v~ par rapport a A~ majorant "l ", et infw~ soit dans D(Pu).  

A/ors 

(i) Pour tout entier k, il existe une plus grande solution u ~ = (u~) du syst#me 

"'p#nalis~" 

(13) 

u, ~ ,9 ° pour tout i, u -- inf  u~ ~ D(Pu) et 

Aiui + (1/)tk)(ui - Pvu)~vi pour tout i E I .  
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(ii) Pour tout i dans I, infk u, k existe et est sous-potentiel rOgulier de vi par 

rapport a Aj. 

(iii) L'ensemble " t  admet un plus grand OlOment et 

(14) max "t" --- infk Pc(infi u, k) = Pc(infk,~ u~), 

(1 5) infk u) = inf{Jl (max "~ + 2vi); 2 > 0 avec 2o)(A,) < 1 } pour tout i. 

REMARQUE 4. Supposons que D(Pv) contienne les ~l~ments de .5 ~ major- 

ant au moins un element de U (cf. Proposit ion 4(ii)); alors l 'hypothese (b) du 

th~oreme et du corollaire est satisfaite. Q u a n t a  l 'hypothese (c), supposant que 

D(Pv) contienne tousles  61+ments de X majorant  au moins un ~lement de U, 

elle est impliqu~e par o)(A~)< 0 pour tout i; en effet dans ce cas on peut 

prendre wi = AZ ~vt: il est clair que w iest un sur-potentiel de vi par rapport a A~ 

el est un majorant  de "t ~. 

REMARQUE 5. Lorsque U = .9 °, la projection Pu est l ' identit6 sur .9 °. Le 

syst~me p6nalis6 (1 3) s'6crit alors 

(16) u,E.9  °, A~u ,+(1 /2k ) (u i - i n f {u j ; j~ i } )+~v~  p o u r t o u t i U I .  

En particulier lorsque I = ( 1, 2}, il s'6crit 

ul, u2E.5~, AlUl + (1/2k)(Ul -- UZ)+gVl, A2U2 + (1/2k)(U2 -- Ul)+~V2. 

Cette p6nalisation a 6t6 utilis6e, nous semble-t-il pour la premiere fois dans 

[ 18], pour l '6tude du probleme de Hamil ton-Jacobi -Bel lman 

max(Alu - vj, Azu -- v2) = O. 

PREUVE DU TH~OREME. Pour simplifier les notations, nous poserons 

P = Pu et pour tout entier k, nous d6signerons par T, l 'application d6finie sur 

D(P) par Tku = J~,(Pu + 2~v); notons que T, applique D(P) dans .9 ~. Avec ces 

notations, la r~eurrence (9) s'6crit 

(17) u0 = W ,  Un+ 1 = T,u,. 

Montrons  par r6currence que pour tout entier n, u, est bien defini, u, est 

dans D(P), T~u, < u, et u, > u pour tout u dans D(P) v6rifiant 

(18) u<-_w, u < T , u .  

C'est vrai pour n = 0, puisque w e s t  dans D(P) et T~w <= J~(w + 2~v) =< w. 

Supposons-le vrai pour n; u,+~ est alors bien d6fini et majore tout 616ment u 

clans D(P) v6rifiant (18); en particulier il majore les 616ments de ~" et donc 
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d'apr~s l 'hypoth6se (b), u.+t est dans D(P);  enfin puisque u.+l < u.,  par 
hypoth~se de r6currence, on a TkU. +1 <= Tku. = u.  + 1. 

Ceci prouve que la suite (Un) v6rifiant (9) est bien d6finie, qu'elle est 
d6croissante el minor6e par tout u dans D ( P )  v6rifiant (18) et donc en 

particulier par tout 616ment de "t r. Puisque ~ est non vide, u k = in fu .  existe; 

grace ~ (8) (cf. proposit ion 4(i)), u k est solution de 

(19) u ~ D ( P ) ,  u = Tgu, 

c'est h dire du probl~me p6nalis6 (10); aussi u k majore tout u dans D ( P )  

v6rifiant (18) et donc, en particulier est solution max imum de (10). 

Soient u dans D ( P )  v6rifiant (18) et it >=itk avec i tog(A)< 1; utilisant 
l 'identit6 r6solvante, on a 

(20) Pu < u < TkU = J a ( P u  + 2 v  + ( 1  --(it/itk)(TkU - P u ) ) < J , ~ ( P u  + itv). 

Appliquant  en particulier (20) avec u = u k et it = it! avec l < k, on obtient  
u k < Ttu k et donc u k < u~; donc la suite (u k) est d6croissante. 

Consid6rons u = inf uk; U majore ~ et l 'on a, en utilisant la proposit ion 4(i) 

et en passant a la limite dans (20) appliqu6e avec u = u k, 

u ~ D ( P )  et Pu = i n f P u  k < u < Ja(Pu + itv) 

pour  tout  it > 0 avec itog(A) < 1. 

Ceci prouve bien que Pu = max ~" ainsi que u < inf (Ja(max ~ + itv); it > 0, 

itco(A) < 1 }. Enfin on a 

inf{J~(max ~v" + itv); it > 0, itco(A ) < 1 } < inf{Ja(u + itv); it > 0, itco(A ) < 1 } 

et donc 

<= Tku ~ = u k 

u = inf(J~(max ~ + 2v); it > 0, itoa(A) < 1 ) 

= inf{J~(u + 2v); 2 > 0, 2o9(A ) < 1 }. 

REMARQUE 6. I1 apparait  clairement duns la preuve ci-dessus qu 'au lieu de 

l 'hypoth~se ~v 4: ~ ,  nous aurions pu supposer que pour  tout k, la suite (u,)  

solution de (9) 6tait bien d6finie (ce qui correspond a une hypoth~se sur 

D(Pu)) ,  et 6tait minor6e ind6pendament  de k dans .~'. Ceci sera utilis6 dans 

[5], sous des hypotheses d'accr6tivit6, pour  obtenir  des r6sultats g6n6raux 

d'existence de max ~' .  
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REMARQUE 7. La m6thode de p6nalisation est standard pour l'6tude 
d'in6quations variationnelles e t a  6t6 introduite pour l'6tude de probl~mes 
quasi-variationnelles dans [9]. Avec nos notations, ils consid6raient dans un 
cadre variationnel (cf. section 2.D) avec une partie U v6rifiant la condition (a) 
de la proposition 2, le probl~me p6nalis6 

uESf, Au +(l/2k)(U-Mu)+~v. 

Nous d6velopperons les r6sultats pour ce mode plus g6n6ral de p6nalisation 
dans [5]. La m6thode de p6nalisation comprend une immense litt6rature (cf. 
[ 10], [ 11 ]); nous nous contenterons d' indiquer que la formulation tr~s g6n6rale 
donn6e ici a 6t6 pr6par6e par les r6sultats de [2], [4], [6], [7]. 

REFERENCES 

1. W. Arendt et al., One-parameter semi-groups of positive operators (R. Nagel, ed.), Lecture 
Notes in Math. 1184, Springer-Verlag, Berlin, 1986. 

2. L. Barth~lemy, Application de la th~orie des op~rateurs sous-potentiels au controle 
stochastique, in Contributions to Nonlinear Partial Differnetial Equations, Volume II (Diaz and 
Lions, eds.), Longman, 1987. 

3. L. Barthelemy, Probl~me d'obstacle pour une Oquation quasi-lin~aire du premier ordre, ft 
paraitre, Ann. Fac. Sc. Toulouse. 

4. L. Barth61emy et Ph. B6nilan, Ph~nom~ne de couche limite pour la pdnalisation d'indqua- 
tions quasi-variationnelles elliptiques avec conditions de Dirichlet au bord, S6minaire du Coll~ge de 
France, 1985. 

5. L. Barth61emy et Ph. B6nilan, Opdrateurs sous-potentiels de type accrdtif, en pr6paration. 
6. L. Barth~lemy et F. Carte, Application de la thOorie des semi-groupes non lin~aires dans L ~ 

l~tude d'une classe d'indquations quasi-variationnelles, Ann. Fac. Sci. Univ. Toulouse IV (1982). 
7. Ph. Bbnilan et F. Carte, Equations d'~volution du type du/dt + max Aiu = f par la thdorie 

des semi-groupes non lindaires dans L% C.R. Acad. Sci. Paris, s&ie 1,295 (1982). 
8. Ph. Benilan, M. G. Crandall et A. Pazy, Evolution equation governed by accretive operators, 

livre ~t paraitre. 
9. A Bensoussan, M. Goursat et J. L. Lions, ContrOle impulsionnel et in~quations quasi- 

variationnelles stationnaires, C.R. Acad. Sci. Paris, serie A, 276 (1973). 
10. A. Bensoussan et J. L. Lions, Applications des indquations variationnelles au contr61e 

stochastique, M.M.I. 6, Dunod, Paris, 1978. 
11. A. Bensoussan et J. L. Lions, Contr61e impulsionnel et indquations quasi-variationnelles, 

M.M.1. 1 I, Dunod, Paris, 1982. 
12. G. Birkhoff, Lattice theory, Am. Math. Soc. Colloquium, Vol. XXV, 1948. 
13. H. Brezis, Opdrateurs maximaux monotones et semi-groupes de contractions dans les 

espaces de Hilbert, Math. St. 5, North-Holland, 1973. 
14. H. Br6zis, Equations et indquations non linOaires dans les espaces vectoriels en dualitd, 

Ann. Inst. Fourier XVIII (1968). 
15. B. Calvert, When T-accretive implies accretive, preprint. 
16. C. Dellacherie, Les sous-noyaux dldmentaires, in Thdorie du potentiel - -  Colloque Deny, 

Lecture Notes in Math. 1096, Springer-Verlag, Berlin, 1984. 
17. C. Dellacherie, Th~orie dlOmentaire du potentiel non lindaire, S6minaire d'Initiation ¢~ 

l'Analyse, Paris VI, 1986. 



1 12 L. BARTHELEMY ET P. BENILAN Isr. J, Math. 

18. C. Evans et P. L. Lions. ROsolution des equations de H.J.B. pour les equations t~n(formO- 
ment elliptiques. C.R. Acad. Sci. Paris, serie 1,290 (1980). 

19. P. A. Meyer, Probabilitds et potentiel. Publ. Inst. Math. Strasbourg. XIV Actual. Sci. Ind. 
1318, Hermann. 1966. 

20. R. Nagel et H. Uhlig, .4~ abstract Kato ineqt~alit)" for generators of  positive operators semi- 
groups on Banach lattices. J. Operator Theor3. n ° 6 (1981). 


